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1. PROBLEMSTELLUNG UND FORMULIERUNC DER RESULTATE 
Sei K ein Kiirper und Ksep eine im folgenden feste separabel-algebraische 
Hiille von K; alle betrachteten K&per seien Teilklirper von KseP, alle betrach- 
teten Kiirpererweiterungen endlich und separabel. Fiir eine zur Charakteristik 
von K teilerfremde Zahl n > 1 sei 5, E Ksep eine primitive n-te Einheitswurzel 
und W, = (5,) _C K6ep.l 
Unter einer RadikaIerrueiterlcng verstehe ich im folgenden eine (endlich- 
separable) Kiirpererweiterung L/K, fur die es eine Untergruppe C _C LX mit 
KX _C C und ein zur Charakteristik von K teilerfremdes n > 1 gibt mit 
L = K(C) und C”C K. 
1st nun L/K eine solche Radikalerweiterung und W, C K, so besagt die 
Kummer’sche Theorie (vgl. [3, Kap. VIII, $61): 
(i) L/K ist eine abelsche Erweiterung, und die Galoisgruppe von L/K 
ist isomorph zu C/Kx; insbesondere gilt also [L : K] = (C : Kx). 
(ii) Die Zuordnung 
Cl b K(G) 
liefert eine inklusionserhaltende Bijektion von der Menge der Untergruppen C, 
von C mit KX _C C, auf die Menge der Zwischenkijrper von L/K. 
Enthalt K nicht alle n-ten Einheitswurzeln, so ist im allgemeinen [L : K] # 
(C : Kx), und es gilt das folgende Theorem von Kneser [2]: 
SATZ A. Sei L/K eine Radikalerweiterung, L = K(C) mit KX C C _C LX und 
C” C K. Dam ist 
[L : K] < (C : KX), 
1 (a, b,...) bezeichne die van a, b,... erzeugte multiplikative Gruppe. 
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und das GIeichheitszeichen gilt genau dams, wenn die beiden folgenden Bedingungen 
erftillt sind: 
RI. Fiir jede Prim&l p ist W, IT C C K. 
R2. Ist 1 + [., E C, so ist la E K. 
Sind fiir eine Radikalerweiterung L = K(C) die Bedingungen von Satz A. 
erftillt, so ist die oben unter (ii) beschriebene Zuordnung C, b K(C,) zwar 
injektiv (Lemma 3), aber nicht mehr surjektiv, wie die beiden Beispiele K = Q, 
C = (Qx, (-3)9 und K = Q, C = (ax, (1 + [4)a1’z)(a E Q\Q”, -a $ Qep) 
zeigen: im ersten Beispiel ist von den drei konjugierten Kijrpern Q(31j3), 
Q(5, . 31j3) und Q([,* * 31/3) in Q((-6)l/s) nur einer von der Form Q(C,) mit 
C, _C C, im zweiten Beispiel ist C/QX zyklisch von der Ordnung 4, Q(C)/Q 
aber biquadratisch-bizyklisch. Es gelingt nun, durch eine relativ einfache 
Bedingung an vierte Einheitswurzeln Phlnomene vom Typ des zweiten Beispiels 
auszuschliessen und man erhalt dann das Resultat, dal3 jeder Teilkijrper von 
L/K zu einem Kijrper der Form K(C,) konjugiert ist: 
SATZ B. Sei L/K eine Radikalerweiterung, L = K(C) mit KX C C _CLX, 
Cm C K, [L : K] = (C : Kx), und es sei die folgende Bedingung erfiillt: 
R3. Ist41n,<eEL,yELund(l+{,)yEC, 
so ist 5, E K(y) oder [e E K(&y). 
Dann ist jeder Zwischenkijrper Kl von L/K iiber K konjugiert zu einem Kiirper 
der Form K(C,) mit einer Untergruppe Cl von C mit KX _C C, . 
Bedingung R3 ist eine von R2 unabhtigige zusatzliche Bedingung, welche 
beispielsweise im Falle & 4 L\K stets erfiillt ist; sie ist jedoch fiir die Giiltigkeit 
der Behauptung von Satz B nicht notwendig, wie das Beispiel K = Q((-2)lj2), 
C = (Kx, I&, 59 zeigt. Der Versuch, notwendige Bedingungen zu formulieren, 
fiihrt jedoch sehr schnell zu uniibersichtlich verschachtelten Bedingungssyste- 
men, welche noch starker als R3 auf die Struktur des Zwischenkiirperverbandes 
von L/K Bezug nehmen, aber dieser sollte doch gerade mit Hilfe von C be- 
schrieben werden. 
Satz B wird erganzt durch die folgende Eindeutigkeitsaussage: 
SATZ C. Sei L/K eine Radikalerweiterung, L = K(C) mit KX C C C LX, 
Cn C K, [L : K] = (C : Kx), und es sa’ R3 erfiillt. Sind dams Cl und C, Unter- 
gruppen von C derart, day K(C,) und K(C,) iiber K konjugiert sind, so entsteht 
K( Cl , C,) aus K(C,) (und dann such aus K(C,)) durch Adjunktion von in C 
liege&n Einheitswurzeln. 
Im folgenden Abschnitt formuliere ich eine Reihe von Hilfssatzen, welche ich 
dann im 3. Abschnitt sum Beweis der S&e B und C benutze. 
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2. HILFSS~~TZE 
LEMMA 1. L/K sei eine Radikalerweiterung, K C K,, $ K1 CL seien Zwischen- 
k&per, und K1 sei ein minimaler Oberkorper von K, . Dann ist [Kt : K,,] eine 
Primzahl. 
Beweis. 1st L = K(C) mit C” C K, so ist such L = K,,(C), und ich kann 
ohne Einschrankung K = K,, annehmen. L(W,) = K( W,)(C) ist ein iiber K 
galoisscher Kiirper, und nach der Kummertheorie ist jeder Zwischenkijrper 
vonLWJK(Wn) von der Form K(W,)(C,) mit C, C C, also wieder galoissch 
iiber K. 1st G = Gal(L(W,J/K), N = Gal(L(W,J/K(W,J), so ist N Q G, N 
und G/N ist abelsch, und jede Untergruppe N,, C N ist wieder Normalteiler 
in G. Fur den Beweis von Lemma 1 geniigt es daher, zu zeigen: 
LEMMA la. Sei G eine endliche Gruppe, N 4 G, N und G/N abelsch, und 
jede Untergruppe N,, C N sei ebenfalls Normalteiler in G. Dann hat jede maximale 
echte Untergruppe U van G Primzahlindex in G. 
Beweis. Sei U eine maximale echte Untergruppe von G; ist lJI N, so ist 
U/N eine maximale Untergruppe von G/N, also (G : U) = (G/N : U/N) eine 
Primzahl. Sei nun U g N, also UN = G; dann ist (G : U) = (N : N n U), 
und da N abelsch ist, geniigt es, N n U als maximale Untergruppe von N nach- 
zuweisen. Sei dazu Ni eine Untergruppe von N mit N n U $ Ni C N; dann ist 
Ni Q G, Nr U = G und Ni n U = N n U, also (G : U) = (N1 : N n U) = 
(N : N n U), woraus Ni = N folgt. Q.E.D. 
LEMMA 2. L/K sei eine Radikalerweiterung, L = K(C) mit KX C C _C LX und 
C’n C K. Co sei eine KX umfassende Untergruppe won C, Ko ein zll K(C,) iiber K 
konjugierter Zwischenklirper von L/K send& = K,, * K(C,). Ist dann o: K(C,) + 
K,, ein K-Isomorphismus und I?: I&, ---f KseP eine Fortsetzung von u, so ist c(KO) = 
x0. 
Beweis. Sei C, = (Kx, c, ,..., cr), u(cP) = [ci mit [i E W, und A = 
KG ,..., &). Dann ist A/K abelsch, K0 = K(C,)A = K&I, und fiir jede 
Fortsetzung 5 Et, + K*ep von u gilt 
G(&) = a(K(Co)) . q(A) = K,, . A = K0 . Q.E.D. 
LEMMA 3. L/K sei eine Radikalerweiterung, L = K(C) mit KX C C C LX, 
Cn C K und [L : K] = (C : Kx); Ci C C seien Untergruppen mit KX _C Ci 
(i = 1, 2). Dann gilt: 
(a) Mit (K, C) erfiillt such (K, C,) die Bedingungen RI, R2 und R3; 
insbedondere folgt [K(C,) : K] = (C, : KX). 
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(b) Jeder Guppenmonomorphismus qx C, --t (K*ep)x mit p 1 KX = id 
besitzt eine eindeutige Fortsetzung .zu einem K-Isomorphismus q: K(C,) + 
K(&) _C K-‘. 
(c) K(C, n C,) = K(C,) A K(C,), und [K(C,) : K] . [K(C,) : K] = 
[K(C, , C,) : K] . [K(C, n C,) : K]. 
(d) Aus K(C,) = K( C,) folgt C, = C, . 
Beweis. (a) ist klar. 
(b) Seien cr ,..., cr E C, mit Cl/RX = nf=, (ci) . Kx/KX, und sei ni die 
Ordnung von c,‘modulo KX; dann ist [K(C,) : K] = (C, : Kx) = &=, n, , und 
die Potenzprodukte I’$=, cyc (0 < LJ~ < ni) bilden eine K-Basis von K(C,). 1st 
nun qx C, + (Ksep)x ein Gruppenmonomorphismus mit p, 1 K* = id, so 
besitzt q~ eine eindeutige Fortsetzung zu einem K-Vektorraumisomorphismus 
F: K(C,) -+ K(&,), und fur jedes c E C, gilt: ist m > 1 minimal mit cm E K, 
so sind c und v(c) beide Nullstellen des wegen [K(c) : K] = m irreduziblen 
Polynoms Xm - c*” E K[X], also ist $T ein K-Korperisomorphismus. 
(c) Nach (b) ist 
[K(C, , C,) : K] = (C,C, : KX) 
= (CI : KX) . (G : KX) = [K(G) : Kl[K(G) : Kl 
(C, n C, : KX) [K(C, n C,) : K] ’ 
und daraus folgt die zu beweisende Gradformel. Ferner ist K(C, n C,) C 
K(C,) n K(C,) und 
(C, : Cl n C,) = [ K( C,) : K(C, n C,)] 
2 [K(G) : KG> n W2)l 
2 [WC, 9 C,) : K(G)1 = (W, : G) 
= (C, : C, n C,), 
woraus durchgehendes Gleichheitszeichen und K(C,) n K(CJ = K(C, n C,) 
folgt. 
(d) Aus K(C,) = K(C,) folgt wegen (c) 
K(C, n C,) = K(C,) = K(C,) 
und daraus (C, : Kx) = (C, n C, : KX) = (C, : Kx), also C, = C, n C, = C, . 
Q.E.D. 
LEMMA 4. L/K sei eine Radihalerweiterung, L = K(C) mit KX C C C LX, 
C* C K und [L : K] = (C : KX). K _C K,, C Kl CL &en Zwischenhiirper, 
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[Kl : K,,] -- p sei eine Primzahl, und im Falle p = 2 sei 5, E Kl oder es gelte R3. 
Ist dann CO eine Untergruppe van C mit k? C C,, und K, = K(C,), so ist Kl iiber 
K, konjugiert .zu einem K&per der Form K(C,) mit einer Untergruppe C, von C, 
so daJ CO C C, und (C, : C,) = p. 
Beweis. Seien ci ,..., cr E C derart, dab C := (G, cr ,..., c,), C,, = <KX, 
CT’,..., cyl> und da8 die Restklassen ci ,..., c1 eine Basis von CIKX bilden; sei n, 
die Ordnung von ~~ und m, 1 ni , also [L : K,] = (C : CO) = I&, mi)[L : KJ; 
wegen L = K,(c, ,..., cr) besteht nach [4], Theorem 1 fiir eine Primzahl q eine 
Relation der Form 
(1) 
mit y E Kl , v1 E Z und vj f 0 mod q fiir mindestens ein j, oder 
E CT”“’ = -49 (2) 
*InI, 
mit y E Kl , vi E Z, mivi = 0 mod 4 fur alle i und vi + 0 mod 4 fiir mindestens 
ein j; es kijnnen jedoch weder (1) noch (2) mit einem y E K, statthaben, und 
daher ist Kl = K,(y). 
In (1) ist ye $ K, , q also q = [K,,(y) : K,,] = [Kl : K,,] = p; setzt man nun 
so ist c $ K, (wegen vi f 0 mod q), c@ = yq E KO\K,,q, also sind Kl = K,(y) 
und K,,(c) iiber K,, konjugiert, und mit Ci = (C, , c) folgt K,(c) = K(C,). 
Aus (2) folgt n G 0 mod 2, p = 2 und y” E K, , also ya E K, oder 5, E Kl 
([I], Lemmata 3 und 4), und ich setze 
mitO~e~3.Istnon~,EK,,soistcEK,,aberc~K,wegenv~~Omod4, 
und man erhalt Kl = K,(c) = K(C,) mit C, = (C, , c). Im Falle n s 0 mod 4 
ist 
cn = (- 1)l . (25,)“/” . y” E K, 
also 5, = &{,“i” E K(y) Z Kl . Im Falle n = 0 mod 4 ist nach R3 entweder 
5, E K(y) _C Kl oder 5, E K(c4y). Ware nun ca 6 Kl , so ware y2 E K, , also 
such (1,~)s = -y2 E K,, und K,([,) = K,(<,y), woraus y E K, folgte, ein 
Widerspruch. 
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Die noch zu beweisende Gleichung (C, : C,,) = p folgt in jedem Falle aus 
Lemma 2. Q.E.D. 
LEMMA 5. L/K sei eine Radikalerweiterung, L = K(C) mit Kx C C CLX, 
Cn C K und [L : K] = (C : Kx). KC Ko C KI C K seien Zwischenk&rper, und es 
liege einer der beiden folgenden Fiille vor: 
(i) KJK,, ist abelsch, und im Falle [K1 : K,,] = 0 mod 2 ist 5, E KI oder 
es gilt R3 ; 
(ii) KJK,, ist von 2-Potenzgrad, und es gilt R3. 
Ist dann C, eine Untergruppe von C mit KX C C, und K,, = K(C), so ist 
K0 = K(C,) mit einer Untergruppe C, von C, so dass C, C C, und (C, : Co) = 
[KI : K,,]. 
Beweis. Sei K, = L, CL, C *.. CL, = Kt eine Kette von Zwischenkiirpern 
derart, dal3 die Grade [Li+, : LJ Primzahlen sind und daB im Falle & E KI 
bereits t4 ELM gilt. Wendet man nun Lemma 4 auf L,+,/L, an, so folgt die 
Behauptung durch Induktion. Q.E.D. 
LEMMA 6. L/K sei eine Radikalerweiterung, L = K(C) mit KX C C C LX, 
Cn C K und [L : K] = (C : Kx). py > 1 sei eine Primzahlpotenz und I& EL; 
dann gilt: 
(a) Genau dann ist cDy E C, wenn einer der folgenden Fiille vorliegt: 
(i) P # 2,5, E K; 
(ii) Py = 4; 
(iii) p = 2, v > 3, c4 E K; 
(iv) p = 2, v > 3, 5~ $ K(b). 
(b) 1st p # 2 und 1, $ K, so folgt t9v E K(1,). 
Beweis. (a) Dal3 C aul3er den angegebenen keine weiteren Einheitswurzeln 
von Primzahlpotenzordnung enthalten kann, folgt aus Satz A: 1st p # 2, 
5, $ A-, so ist 5, # C, also such tDy 4 C; ist p = 2, v > 3 und cay E K(&), so ist 
21/2 E K oder (-2)‘/” E K, also 1 + 5, E (KX, &) und wegen R2 entweder 
i& $ C oder & E K. 
In den Fallen (i) bis (iv) ist Lemma 5 auf die Erweiterung K(c,r)/K anwendbar, 
und man erhalt K&) = K(C,) mit einer Kx umfassenden Untergruppe C, 
von C. Nach [l], Lemmata 4 und 8 folgt daraus unter Berticksichtigung von R2 
in jedem Falle 5,” E C, _C C. 
(1,) Ware I& 6 K(<,), so enthielte K(&) eine iiber K zyklische Er- 
weiterung KI mit [KI : K] = p, und aus Lemma 4 folgte KI = K(c) mit cp E K, 
was wegen 5, $ K unmijglich ist. Q.E.D. 
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LEMMA 7. KJK,, sei eine (nicht galoissche) aufliisbare Kiirpererweiterung vom 
Primzahlgrad p, K,, _C Ki _C Kl seien iiber K,, galoiuche Erweiterungskiirper, 
KIKi/K,, seigaloissch, K,Ki/K,, jedoch nicht. Dann gilt: 
([K;:K;],p-l)+l. 
Beweis. Nach [6, $1881 ist die galoissche Hiille von KJK,, metazyklisch von 
der Ordnungpm mit m ( p - 1, m # 1. Es gibt daher eine zyklische Erweiterung 
L/K, vom Grade m, so da8 fur jede galoissche Erweiterung I&/K0 gilt: &,K,/K,, 
ist genau dann galoissch, wenn L -C&,; daraus folgt die Behauptung des 
Lemmas. Q.E.D. 
LEMMA 8. L/K sei eine Kiirpererweiterung, p eine Primzahl, c EL, s > 0 
minimal mit cp’ E K, und im Falle p = 2 sei c4 E K oder 5, $ K(c). Ist dann C _C LX 
eine Untergruppe und n > 1 mit KX C C, Cn C K, K(c) = K(C) und [K(c) : K] = 
(C : Kx), so folgt fc E C mit einer Einheitswurzel 5 von p-Potenzordnung. 
Beweis. Ich betrachte zunichst den Fall [K(c) : K] = p8 (fur p = 2 ist das 
auf Grund der gemachten Voraussetzungen stets erfiillt). Dann ist cp’ $ Kp, 
also [K(c) : K(cP)] = p und 
C C <Kx, c, W, n K(c)) 
(nach [I], Lemmata 2 und 3 zanachst fur s = 1, dann durch Induktion fiir 
beliebiges s). 1st nun C g (K”, CD, W, n K(c)), so gibt es ein r] E W,, mit CT E C, 
und durch Potenzieren mit einer geeigneten zu p primen Zahl folgt die Behaupt- 
ung des Lemmas. Im Falle C _C (Kx, CD, W, n K(c)) ist aber K(c)/K(cP) eine 
Einheitswurzelerweiterung, also entweder K(c) = K(c~)(l;,,) mit Y > 2, 
5, E K(cP) oder K(c) = K(cp)(<,) mit einer Primzahl q, so da8 5, $ K(c”); da 
nach Rl. C keine nicht in K liegenden g-ten Einheitswurzeln enthalten sollte, 
kann der zweite Fall nicht auftreten, und im ersten Fall ist (wiederum nach [I, 
Lemmata 2 und 31) c E (K(cP)~, &,“) und C _C (K(cp)X, &,“), also c = dor mit 
d E C, 01 E K(c”)x, am E K mit geeignetem m > 1 und daher (Y E (KX, cp, 
W, n K(cP)). Setzt man nun alles zusammen und potenziert wieder mit einer 
geeigneten zu p primen Zahl, so folgt die Behauptung. 
Sei nun [K(c) : K] < p*; dann ist &‘, E K(c)\K, und es gibt ein minimales 
TV 3 0 mit K(cp’) = K(&,) ([I, Satz 41); auf die Erweiterung K(c)/K(&,) sind 
nun die Resultate des ersten Falles anwendbar und man erhiilt 
mit einer Einheitswurzel 5 vonp-Potenzordnung, also c&? E C mit (Y, 18 E K(&,)X, 
so dal3 alp’ E K, p E K mit geeigneten v > 0, m > 1, (m,p) = 1. Wegen 
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Pf[q5,):Kl . t 1s OL = a&, mit u E Kx und einer Einheitswurzel & von p- 
Potenzordnung ([l, Lemma 2]), und die Behauptung folgt wieder durch Potenz- 
ieren mit einer geeigneten zu p primen Zahl. Q.E.D. 
3. BEWEIS DER S~TZE B UND C 
Ich gebe zunachst mit Hilfe von Satz B einen Beweis von Satz C und nehme 
an, er sei falsch. Dann gibt es KX umfassende Untergruppen C, und C, von C, 
so da/3 K(C,) und K(C,) iiber K konjugiert sind, fur die Erzeugung von 
K(C, , C,) aus K(C,) jedoch mindestens eine nicht in C liegende Einheitswurzel 
[ von p-Potenzordnung py erforderlich ist. Nach Lemma 6 ist dann entweder 
p # 2, 5, $ K oder p = 2, v 3 3, I& E K(5.J. Ferner gibt es ein c E C, , so 
daB 5c~G, 5$K(C,) (1 a so im Falle p = 2 such [a # K(C,)) und da8 c, [c 
iiber K konjugiert sind; dabei kann man ohne Einschrankung annehmen, daB 
cpl’ E K fur ein p > v, und es sei TV minimal gewihlt. Nach Satz B, angewandt 
auf die Erweiterungen K(C,)/K (i = 1,2), existieren Untergruppen C: _C Ci 
mit Kx _C Ci, so dal3 K(c) und K(Ci) b zw. K([c) und K(Ci) iiber K konjugiert 
sind; dann gibt es .$r , 5, E W,, mit K(C;) = K([,c) und K(Ci) = K(&&), und 
aus Lemma 8 folgt die Existenz weiterer Einheitswurzeln .$ , t; von pPotenz- 
ordnung mit [;trc 5 C; und &[,[c E C; , also 5 . (.$‘&J . (&$,)-l E C. Nun ist 
aber nach Konstruktion tit, E K(C,), &$, E K(C,), also &fr , && E W,,, und 
damit tpy E C, was der Annahme widerspricht. Q.E.D. 
Fur den Beweis von Satz B sei nun KI ein Zwischenkijrper der Radikaler- 
weiterung L/K; dann gibt es nach Lemma 1 eine Kette von Zwischenkijrpern 
K =LOCLIC...CL, = KI 
derart, da8 alle Grade [L,+l : Li] Primzahlen sind, und es gent&t daher zu 
beweisen: 
SATZ B*. Sei L/K eine Radikalerwe&rung, L = K(C) mit KX C C C LX, 
C”CK,[L:K]=(C:KX), und es gelte R3. C,, sei eine KX enthaltende Unter- 
gruppe won C, K _C K,, C KI _C L seien Zwischenk&per, K,, sei tier K zu K(C,) 
konjugiert und [KI : KO] = p sei eine Primzahl. Dunn gibt es eine CO umfassende 
Untergruppe C, won K, so duJ KI iiber K zu K(C,) konjugiert ist. 
Beweis. 1st K(C,) = K, , so folgt die Behauptung aus Lemma 4; sei also 
K(C,) # K, und K,, = K, * K(C,) CL. Dar-m ist KO/K(CO) abelsch, und nach 
Lemma 5 gibt es eine Untergruppe CO C C mit CO C CO und Ka = K(cJ; 
ferner M3t sich nach Lemma 2 jeder K-Isomorphismus u: K(C,) + K, zu 
einem K-Isomorphismus 5: KO + K,, fortsetzen. 1st nun KI C &, so wahle 
ich einen K-Tsomorphismus 6: KO -+ if, mit G(K,,) = K(C,) und erhalte 
326 VON FRANZ HALTER-KOCH 
K(C,,) C o(K,) L Ko; o(K,)/K(C,) t b is a er abelsch, also ist nach Lemma 5 
o(K,) = K(C,) mit einer Untergruppe C,, C C, C C, und a(&) ist iiber K zu 
Ki konjugiert. 
Ich kann daher im folgenden 
annehmen und setze 
Dann ist [& : K,,] = p, also ist nach Lemma 4 x1 iiber & konjugiert zu einem 
Kiirper K(ci) mit einer Untergruppe cc, C ci C C. 1st 7: Kr ---f K(cr) ein 
ff,-Isomorphismus, so ist 7(K,,) = K,, C T(K,) C &) = T(K,) . & , und es 
gent@ den Satz fiir r(K,) an Stelle von Ki zu beweisen; daher kann ich ohne 
Einschmnkung 
annehmen. 
Sei nun 6: Kr -+ L ein K-Monomorphismus mit 6(&) = K(C,); dann ist 
a(&) konjugiert zu Ki , CT(&) 3 K(C,) und (O(K,) : K(C,,)) = p; nach Lemma 4 
ist dann wieder 6(&Z,) und damit Kr konjugiert zu einem K&per der Form 
K(C,) wie behauptet. Ich nehme daher im folgenden an, es gabe keinen K- 
Monomorphismus 6: Ei --f L mit O(K,,) = K(C,,). 
Sei Ci = <Cs , cl) mit ci E C, tip = c E Cao; dann ist Kr = &(ci) und durch 
Potenzieren mit einer geeigneten zu p primen Zahl kann ich erreichen, daf3 c,, 
modulo KXp-Potenzordnung besitzt. 1st nun u: K,, ---f K,, ein K-Isomorphismus, 
so besitzt 0 genau dann keine Fortsetzung zu einem K-Monomorphismus 
6: Ki --f L, wenn u(c) = cc, so dal3 die Gleichung +’ = 5 in L unlijsbar ist: 
1 ist also eine Einheitswurzel hijchster p-Potenzordnung p” > 1 in L. Auf 
Grund der oben gemachten Annahme gilt also 
u(~) = (j(a) . c 
mit [ = 5 gp , j(u) f 0 modp fiir jeden K-Isomorphismus u: & + K,, mit 
o(K,,) = K(C,) tmd damit such fur den inversen, d.h., such fur jeden K- 
Isomorphismus u: K,, + K,, mit u(K(C,)) = K,, . 
Sei nun s > 0 minimal mit cp’ E K(C,,); dann ist K(C,,)(c) = K((C, , c)), also 
P” >, [K(C,)(c) : K(G)] = ((Co, c> : G,) 3 P”, 
und ich erhalte 
[ww) : Wdl = P”, 
und c ist Nullstelle des iiber K(C,J irreduziblen Poynoms X”* - CP’ E K(C,)[X]. 
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Der weitere Beweis unterscheidet num eine Reihe von Fallen, betreffend das 
Verhalten von CL, s und den Einheitswurzeln von p-Potenzordnung. 
Fall 1: s = CL. Ware 5, q! K(C,), so folgte CD* E K(C,,)p”, da K(C,)(c)/K(C,) 
abelsch ist ([5, Theorem 21); anderseits ist aber Xp” - CP’ E K(C,)[Xl irreduzibel, 
also CP’ 4 K(C,,)p, da nach Voraussetzung s = TV > 1, was einen Widerspruch 
ergibt; daher ist 5, E K(C,), also such 5, E K, . Sei nun u: K,, + K,, ein K- 
Isomorphismus mit o(K(C,,)) = K, , und sei u(c) = cc mit einer primitiven 
pu-ten Einheitswurzel 5; dann ist ~(c”“) = cpl’ E K,, und a(cP’-‘) = [P’-lcPl”-l 4 K,, 
wegen der Minimalitat von II, mit I&, liegt such [P”-’ in K, , also folgt cP’-l 4 K, . 
Nach dem Satz von Capelli ([3, Chap. VIII, Theorem 161) ist dann entw-eder 
oder p == 2, TV > 2 und c2 = -4y04 mit y,, E K,,; wire czp = -4~,,~, so folgte 
p = o-l(p) E -4+(y,)4, 
a+( y,,) E K(C,,), also [K(C,)(c) : K(C,,)] < 2~ im Widerspruch zu s = ,LL. Daher 
ist das Polynom XP’ - cpl’ E K,[Xl irreduzibel, c und [c sind konjugiert tiber 
K, , da aber 5 $ LP, besitzt der durch c b cc definierte K,-Isomorphismus 
keine Fortsetzung zu einem K,-Isomorphismus Kr --f L; x1/K,, ist also nicht 
galoissch, und K1(c,fi+l) ist die galoissche Hiille von KJKo; nun ist aber K1 = 
KI . K,, , Kr(&++l) = KI . K,,(E;,,,+l), K,,(Z;,,+I)/K,, ist abelsch, und wegen 
1, E K,, ist [K,,(cpll+l) : KO] = p im Widerspruch zu Lemma 7, falls p # 2; ist 
aber p == 2, so ist bereits KJK,, und damit KJK,, galoissch, was ebenfalls einen 
Widerspruch ergibt. 
Fall 2: s < TV. Sei d E C,, mit (CD”) . KX _C (d) . KX derart, daD (d) * KX/KX 
eine maximale zyklische Untergruppe von p-Potenzordnung von Co/RX ist. 
Dann gibt es dI ,..., dl E CO mit 
C,,jK” = (d) . KX/Kx y h (di) . KX/KX 
und dementsprechend 
i=l 
KG,) = K(4 4 >..., 4, 
K, = W% t-,4 ,..a, W,) 
mit einer Einheitswurzel 5 vonp-Potenzordnung und Einheitswurzeln I& ,..., t;r E 
L. Nach Lemma 3 gibt es einen K-Monomorphismus q,: K(C,) + L mit 
o,,(d) = d und u&d,) = tidi fiir i = I,..., 1, und es folgt u,(K(C,,)) = K(d, &d, , 
. . . . LA) C &, = K(‘Z,)(S, i-1 v..., Cd: ist nun u: KO -+ K*QJ eine Fortsetzung von 
a, , so folgt wie im Beweis von Lemma 2 u(K,,) = K,, , und ich setze 
u-‘(c) = qc 
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mit 7~ W,,ClT,,. Sei cp’= d”‘. x,, mit T > 0, x0 E K, wegen o+(d) = 
a,‘(d) = d folgt u-~(c~“) = 79’ . cp’ = I+“, also @ = 1 und daraus wegen 
s < p die Fortsetzbarkeit von o-l zu einem K-Monomorphismus 6: Ei -+ L; 
es geniigt nun, die Behauptung des Satzes fur den zu Kl konjugierten Kiirper 
6(K,) zu beweisen; es ist 
6(K,) 3 6(K,) = o;‘(K,) 
= K(u;‘(4)4 4 ,..., 4) 
= K(f*d, 4 ,..., 4) 
mit [* = o;‘(f) E W,, . 
Es bleibt daher nur noch die folgende Situation zu betrachten: 
C,, = (4 4 ,..., d,), 
Kc, = 454 4 ,..., 4) 
mit einer primitiven pu-ten Einheitswurzel 5, 
if, = K,(5) = K(G)(O f Kc,, 
Kl = Ko(cl) 
mit c, E C, tip = c E x0 , s > 0 minimal mit cp’ E K(C,) und s < p. 
Full 2a. 5, $ K(C,). K(C,)(c)/K(C,) ist abelsch vom Grade ps, und daraus 
folgt s = 0, also c E K(C,,) ([5, Theorem 21). Sei nun u: K(C,) -+ K,, ein K- 
Isomorphismus; auf Grund der gemachten Annahmen ist u(c) = [‘c mit einer 
primitiven p”-ten Einheitswurzel {‘, also K0 = Ko(c), RI = Ko(cl), crl = 
(~c)P’ E Kf’, aber CT” = cp-l $ K,,, da wegen <,$ K(C,,) such 5, $ K, gilt. Nach 
[l], Satz 4 liegt nun jeder Zwischenkorper von El/K,, bereits in x0 oder er 
umfaBt K,-,; wegen [Kl : Ko] = p folgt Kl _C & im Widerspruch zur tiber Kl 
gemachten Annahme. 
Full 2b. 5, E K(C,). Nach Lemma 6 ist dann entweder bereits {E K(C,) 
oder p = 2; aus [ E K(C,) folgte aber K(C,,) = K,, = K,, im Widerspruch zur 
Annahme. 1st 5 E C, so ist such [d E C und K, = K(CA) mit CL = (Kx, cd, 
d I,..., d,); die Behauptung des Satzes folgt nun wieder aus Lemma 4. Es 
bleibt also der Fall 
zu behandeln. Nach Lemma 6 ist dann p > 3 und 5 E K(&), also 
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Ich nehme xunkhst an, es sei cl2 = c 4 K(C,); dann ist Ki = K(C,)(c,), also 
Cl = cc, , Cl), cl = <co , c), ci* E C, und & = K(C,-J(ci*); daraus folgt 
Cl *= [,z mit 2 E K, , also 
mit 0 < e < 3 und y  E K(C,) (es ist ja 2ij2 E K(C,) oder (-2)l/* E K(C,,)). 
Wegen R3 ist dann aber & E K(C,J(zl/*) oder & E K(C,)([#~), also z = -zo2 
oder x = so2 mit a,, E K(C,,), sicher aber z E &,* und damit ci* EK,,*, ein 
Widerspruch. 
Es bleibt der Fall ci* = c E K(C,) zu untersuchen; hier besitzt K1 mindestens 
vier Unterkiirper vom Index 2, welche K,, n K(C,,) umfassen: Ki , K,, , K(C,,)(c,) 
und K(C,)(I&). Sei u: & + K,, ein K-Isomorphismus mit a(K(C,,)) = K, , 
a(d) = cd und u(c) = & (i f  0 mod p); dann ist du-1 E K, , also 
K, = K(d@‘-‘, dl ,..., d,) C K, n K(C,), 
K(C,) = K,(d) und 
[K(C,) : K,] = (Co : (KX, dP“-‘, dl ,..., d,)) = f-l. 
Anderseits ist aber such cP’-l E K,\Kl , also K(C,) = K,(c), RI = K,(Z;, , cl) 
= K,(C,) mit C, = (Kz , 5, , ci) und 
[Kl : K,] = (C, : K;) = 2“+’ 
Mit K(C)/K erfiillt such K,(C,)/K, die Bedingung R3, also folgt aus Lemma 5, 
da0 jeder Zwischenkijrper von K,(C,)/K, von der Form K,(Ci) ist mit einer 
Untergruppe Kz _C Ci C C,; es gibt aber nur drei solche Untergruppen C’!+ 
mit (C, : C!+) = 2, ein Widerspruch. Q.E.D. 
4. SCHLUSSBEMERRUNG 
1st L/K eine Radikalerweiterung im Kummer’schen Fall, d.h. L = K(C) mit 
Kx C C C LX, Cn C K und W,, C K, so ist such die Abbildung 
6: Kl H K,= n KXIKX” 
eine Bijektion von der Menge der Zwischenkiirper Kl von L/K auf die Menge 
der Untergruppen von P/K xn. Anderseits findet man in [l] ein notwendiges 
und hinreichendes Kriterium fiir (L : K] = (0 : Kxn), und man kann nun 
wieder fragen, unter welchen Zusatzbedingungen man such im nicht- 
Kummer’schen Fall eine solche Galoiskorrespondenz erhllt; dabei zeigt sich, 
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daO das im wesentlichen genau dann mijglich ist, wenn C eine (genau angebbare) 
KX umfassende Untergruppe C’ enthAt mitL = K(C’) und [L : K] = (C’ : KX); 
die sich ergebenden S&e entsprechen den Siitzen B und C weitgehend, und 
ich verzichte hier auf eine detaillierte ErGrterung. 
LITERATUR 
1. F. HALTER-KOCH, tfber Radikalerweiterungen, Actu Arith. 35 (1978), 447-462. 
2. M. KNESER, Lineare AbhPngigkeit van Wuneln, Acta Arith. 26 (1975), 307-308. 
3. S. LANG, “Algebra,” New York, 1967. 
4. A. SCHINZEL, On linear dependence of roots, Acta Arith. 28 (1975), 161-175. 
5. A. SCHINZBL, Abehan binomials, power residues and exponential congruences, Acta 
A&h. 33 (1977), 245-274. 
6. H. WEBER, “Lehrbuch der Algebra, Bd. 1,” Braunschweig, 1898. 
